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APPLICATION DE LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE
AU CALCUL A LA RUPTURE DES STRUCTURES

M. CROC, G. MICHEL et J, SALENC;ON

Laboratoire de Mecanique des Solides de l'Ecole Polytechnique, Paris, France

Resume-Le probleme etudie est celui de la determination de la charge limite de structures monodimensionnelles.
On montre qu'une methode d'aspect statique souvent utilisee, a en fait Ie caractere de methode cinematique,
donnant une valeur par exces de la charge limite; on propose une methode reellement statique commodement
applicable, permetant d'obtenir une valeur par defaut.

La dualite entre les formulations de ces deux methodes est examinee. On demontre la convergence des procedes
lorsque Ie pas de discretisation tend vers zero.

1. INTRODUCTION

L'APPLICATlON de la programmation mathematique au calcul ala rupture des structures a
ete largement etudiee [3,4, 10, 11] en particulier par Ceradini et Gavarini dans une serie
d'articles recents [1, 2,5-7] auxquels nous nous referons dans la suite.

Dans cet article nous considerons les cas de structures monodimensionnelles ; celles-ci
sont soumises ades charges constantes et ades charges variant proportionnellement aun
parametre de charge A.

Pour ces structures nous proposons une methode d'approximation de la charge limite,
veritablement statique, la verification de la condition sur Ie critere etant faite partout
et non plus seulement en les points de discretisation; nous montrons Ie caractere de
methode cinematique, d'une methode d'aspect statique souvent utilisee; la question de la
dualite mathematique entre les formulations des methodes statique et cinematique est
etudiee en details afin d'eviter certains malentendus; nous donnons egalement la demon­
stration de la convergence des methodes statique et cinematique employees vers la valeur
exacte de la charge limite, lorsque Ie pas de la discretisation tend vers zero, resultat qui est
en general admis de fat;on heuristique.

2. POSITION DU PROBLEME-CHAMPS LICITES

Les structures etudiees sont monodimensionnelles avec un plan de flexion (par exemple
des poutres continues, des cadres plans), et sont chargees dans ce plan.

On suppose que la ruine dans une section y est determinee uniquement par la valeur du
moment flechissant, M, et se produit lorsque M atteint en flexion positive ou negative la
valeur limite M t ou - Mil; (Mt et Mil, valeurs absolues des moments limites, sont
eventuellement fonctions de la section). Le critere de ruine de la section est:

-Mil ::;:;M::;:;Mt·
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Si M = Mt(- M0), une rotule « plastique» se forme dans la section, la rotation
8 etant arbitraire dans Ie sens de la flexion.

Avec ces hypotheses, il est possible d 'appliquer pour I't~tude de ces structures, les
resultats de la theorie des charges limites.

Pour ce faire, on introduit les notions de distribution de moment flechissant licite (ou
statiquement et plastiquement admissible):

satisfaisant I'equilibre du systeme et les conditions a la limite}statiquement admissible;
ne violant (1) dans aucune section}plastiquement admissible;

mode de deformation licite (ou cinematiquement et plastiquement admissible);
respectant les conditions a la limite, dans lequella structure est transformee en mecanisme
dans sa totalite ou en partie par apparition de « rotules plastiques» localisees dans
certaines sections.
La structure etudiee est soumise a des charges constantes soit symboliquement I,

et a des charges variant proportionnellement a un parametre A, positif, soit AV.
On suppose qu'il n'y a pas ruine de la structure sous l'action des charges constantes

uniquement (i.e. pour A= 0), et on cherche a determiner la valeur limite Al positive.

Par la methode statique, on a Ie resultat suivant :

Considerant toutes les distributions de moment flechissant licites pour la structure, la
charge limite Al est la plus grande des valeurs de A. correspondant a ces distributions.

Par la methode cinematique.

Considerons un mode de deformation licite.
Soit PD la puissance dissipee dans ce mode de deformation, c'est-a-dire:

(2)t

La puissance des forces exterieures est (PI +A. x PV) en designant par PI la puissance
des forces constantes et par PV la puissance des forces variables pour A. = 1.

Alors, d'apres les resultats de la theorie des charges limites on sait que Adefini par la
formule (3) :

A = PD-PI
PV

(3)

est exterieur aux valeurs de Aadmissibles pour la structure.
Par hypothese, Ie chargement A. = 0, etant licite, on a necessairement PD-PI > 0.
Si on impose aux modes de deformation licites consideres de verifier PV > 0, on peut

enoncer:
Al est la plus petite valeur de A. obtenues par la formule (3) en considerant tous les modes

de deformation licites dans lesquels la puissance des forces variables est positive.

t Somme etendue it toutes les rotules « plastiques ». On decompose la rotation 0 d'une rotule en:

0- = 101-0
2 .
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3. ETUDE D'UNE STRUCfURE DE CARACfERISTIQUES HOMOGENES,
SOUMISE UNIQUEMENT A DES FORCES CONCENTREES

La structure etudiee est une structure en forme de ligne brisee, de caracteristiques
uniformes (i.e. Mt et Mr; constants), telle que celIe purement schematique representee ala
Fig. 1.

AO

FIG. I.

Elle est soumise uniquement a des forces concentrees.
Les points de subdivision «naturels» sont les points d'application des forces con­

centrees actives, les points d'appuis (points d'application des forces de reaction) les points
anguleux de la ligne moyenne de la structure (angles d'un cadre par exemple) les rotules
mecaniques dans la structure, et les extremites de celle-ci.

Soient AI' A2 , ... An' ces points numerotes de gauche a droite pour fixer les idees,
parmi lesquels nous distinguerons :

AiJ IX. = 1, , p): points d'application des forces V;
AijJ(jJ = 1, , q): ensemble complementaire de Ai. dans Ai' i = (1, ... , n);
Ai,(Y = 1, , r): points d'appuis;
Ai.(l5 = 1, , s): rotules mecaniques et extremites libres;
AiJe = 1, , t): points d'application des forces I.

3.1 Application de la methode cinematique
On applique la methode cinematique en considerant une classe de modes de deformation

licites pour la structure: les modes de deformation obtenus en pla~antdes rotules plastiques
en les points Aip uniquement,t et verifiant la condition: PV > 0 (4), et les conditions aux
limites.

Soient : ui, Vi : composantes de la vitesse de Ai(Xi, Yi);

i=I, ... ,n;

(4)

i=I, ... ,n;

t Ce sont les points oil iI n'y a ni rotule mecanique, ni extremite Iibre.
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(on introduit pour la commodite les segments de structure virtuels AoAiet AnAn+ 1 paralleles
aOx).

Xi.' 1';.: composantes des forces V appliquees en Ai.'

K i" Lie: composantes des forces I appliquees en Ai,.

Pour calculer Ie meilleur majorant de la charge limite fourni par cette classe de modes
de deformation licites on a a resoudre Ie probleme suivant :

Minimiser:

A. = [L (MtOt +M(;Oi-)- L(KiUi+LiVi)J/~ (XiUi+ 1';v;)
lfi J£ l~

sur cette classe de modes de deformation licites, c'est-a-dire sous les contraintes:

(5)

i

Wi = L Ok i = 1, ... , n (6)
k= 1

Ui+1 = Ui-Wi(Yi+l-Yi) i=1, ... ,(n-1) (7)

vi+1 = Vi+Wi(Xi+1 -Xi) i=1, ... ,(n-1) (8)

0i = ot - 0i- i = 1, ... , n (9)
0+ ~O i = 1, ... ,n (10)

I

0:- ~O i = 1, ... , n (11)I

Wn = 0 (12)

u· =0 y = 1, ... , r (13)
ly

v· =0 y = 1, ... , r (14)
1./

L (XiUi+ 1';vi) > 0 (15)
i.

(6) a (12) representent les relations geometriques necessairement verifiees dans la structure,
(13) et (14) Ie respect des conditions aux limites, (15) est la condition (4).

D'autre part, on a:

PD-PI = L(MriOt +M(;Oi-)- L(KiUi +Livi)
ip i£

(16)

dont on doit verifier la positive, non comme une condition sur Ie mode de deformation,
mais comme une verification de l'hypothese selon laquelle Ie chargement A = 0 est admis­
sible pour la structure.

Le numerateur et Ie denominateur de (5), les egalites et inegalites (6) a (15) sont
positivement homogenes de degre 1 ou (Ui, Vi' OJ

D'apres cette remarque, et compte-tenu de (15), on voit que 1'on peut obtenir tout Ie
champ de valeurs de A. fourni par la c1asse de modes de deformation licites considerees en ne
prenant que ceux de ces mecanismes pour lesquels Ie premier membre de (15) a une valeur
constante, par exemple:

L XiUi+ 1';vi = Aa.
i.

(17)
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Aa unite de puissance que dans la suite nous remplacerons par 1, supposant ainsi toutes
les grandeurs sans dimension.

Le probleme est donc un probleme de programmation lineaire:
Minimiser,

L (M(jOt +Mi)Oi-)- L (Kiui+Liv;)
ip if.;

sous les contraintes (6) it (14) et (17).
D'apres Ie § 2, Ie minimum de ce programme est un majorant de la charge limite.

(18)

3.2 Application de la methode statique

Toutes les distributions de moment ftechissant statiquement admissibles (SA) pour la
structure etudiee sont obtenues si l'on se donne arbitrairement les valeurs:

-des forces exterieures (I +AV), i.e. la valeur de A;
-des reactions des appuis ;

sous les reserves que celles-ci forment un systeme en equilibre et que Ie moment ftechissant
s'annule aux points Ai6 •

Le diagramme de la distribution de moment ftechissant correspondante est alors un
diagramme en ligne brisee dont les angles se situent aux points Ai'

Pour que cette distribution soit aussi plastiquement admissible, il est donc necessaire et
suffisant que (1) soit verifiee en les points A ip '

L'application exhaustive de la methode statique pourra donc se faire comme suit:
On introduit comme variables:

1';, Qi' i = 2, ... , n: composantes de la resultante des efforts exerces adroite de la section
immediatement it gauche du point Ai' (P1' Q1 etant evidemment nuls).
Ri ,Si : composantes de la reaction d'appui en Ai ;

y y y

J1.: moment d'encastrement en An;
A: facteur de chargement.

Le probleme s'ecrit:
Maximiser A

sous les conditions:
a.=p y=r f=t

-p.+P·+ 1+A '" X·~.. + '" R.~.. + '" K.~.. = 0IlL. lCl I,lcc "'-' 1)1 1,1)1 L.J 1£ 1,1&

,,=1 y=1 .=1

,,=p y=r .=t

-Q·+Q·+1 +A '" Y;~.. + '" S.~·· + '" L.~·· = O.I 1 ~ lex 1,1(1 ~ 1')1 I,''}' i.J 1-1: 1,1£

,,=1 y=1 .=1

Pour i = 1, ... , n, avec P1 = Q1 = O.

«=p y=r e=t

-Pn+A I Xi«~n.i« + I Ri}n.iy+ I Ki.~n.i. = 0
,,=1 y=1 .=1

(I,=p y=r .=t

- Qn +A I Yj«~n.i« + I Siy~n.iy + L Li.~n.i. = 0
(1,=1 y=1 .=1

(19)

(20)

(21)

(22)
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(23)t

(24)i = 1, ... ,nl

/i=q I
+ (Yn - Yn-l)Pn + ... + (Yi+ 1 - Yi)Pi+1 :s; M o L c5i,ip

/i=1

OU (19) et (20) traduisent I'equilibre de chaque tronr;on AiAi + 1 de la structure; (21) et (22)
expriment l'equilibre des forces au point An: c'est la condition d'equilibre des forces
appliquees ala structure.

(23) et (24) contiennent la verification de (1) en les points Aip et la verification de la
condition d'equilibre« moment nul en les points Ai" ».

II s'agit done d'un probleme de programmation lineaire [4n eontraintes, (2n +2r)
variables].

Le maximum de ce programme est la valeur exaete de la charge limite car, ainsi que
nous l'avons dit, dans cette methode statique on a eonsidere toutes les distributions de
moment flechissant licites.

3.3 Application du theoreme de dualite de la programmation lineaire

En ne eonservant que l~s 4n variables utiles (u i , Vi' ()t, ()i-) Ie programme lineaire dela
methode cinematique s'eerit:

Minimiser:
/i=q £=1

L (Mt()i~ +MO()i~)- L (Ki.Ui. +Li.ViJ
/i=1 £=1

(16)

sous
i i

-Ui+1 +Ui- L ():(Yi+l-Yi)+ L ();(Yi+l-Y;) = 0
k=1 k=1

(25)

i i

-Vi+1 +Vi- L ():(Xi+1)-Xi + L ();(Xi+1 -Xi) = 0
k=1 k=l

(26)

Pouri = 1,,,.,(n-l);

U· = 0ly

V· = 0ly

y = 1". r;

y = 1". r;

(13)

(14)

a=p

" (X. u· + y; v· ) = 1.L.. 101 lQl lell: 'IX '

a=1
(17)

i=n

L «()t -()i-) = 0;
i= 1

(12)

i = 1".n;

i = 1... n.

(10)

(11)

t b, symbole de Kronecker. Remarquer que 2:~:1 bi•i , vaut 1 si i appartient Ii ['ensemble des ip , et 0 s'il n'y
appartient pas.
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II suffit alors d'ecrire Ie programme dualt pour voir que celui-ci n'est autre que Ie
programme lineaire de la methode statique, les variables duales w qui y interviennent
sont, dans l'ordre:

l~k~n-l;

1 ~ k ~ n-l;

1 ~ y ~ r;

1 ~ y ~ r;

W 2n +2r-l = A

W2n+2r= -J1.

et d'apres Ie theoreme de dualite les deux programmes ont meme optimum.
Ceci demontre:

(a) que la methode statique du § 3.2 fournit la valeur exacte de la charge limite (ce que l'on
savait deja);
(b) que Ie majorant, fourni par la methode cinematique du § 3.1 est la valeur exacte de la
charge limite.

On pourra donc se borner a l'utilisation d'une seule methode: la methode cinematique
par exemple, dont la mise en equation parait plus commode du point de vue pratique.

3.4 Gbzeralisation du resultat

L'origine du resultat du § 3.3 est claire:
Toutes les distributions de moment flechissant S.A. pour la structure sous Ie type de

chargement etudie, ont leurs extremums en les points fixes Ai; pour la (ou les) distribution
correspondant a l'equilibre limite, Ie moment flechissant limite (constant) sera donc atteint
en certaines sections A ip necessairement, et c'est en ces sections que seront placees les
rotules plastiques du mode de deformation licite associe.

Ainsi, il suffit d'appliquer la methode cinematique sur la classe des modes de deformation
licites dont les rotules plastiques sont en Ai pour etre certain d'obtenir la valeur exacte de
la charge limite.

Donc dans l'hypothese oil M(j et Me; sont constants, Ie resultat du § 3.3 est encore
valable d'une fa~ongenerale si la structure, du type general indique au § 2, et son chargement
sont tels que toutes les distributions de moment flechissant S.A. aient leurs extremums dans
des sections fixes connues :ces sections jouent alors Ie role des Ai' C'est dans cette hypothese,
faite plus ou moins nettement, que Charnes et al. [4], demontrent la dualite.

Plus generalement encore, si M(j et Me; ne sont pas constants dans la structure, Ie
resultat reste valable si la structure et Ie chargement sont tels que pour toutes les distribu­
tions statiquement admissibles, il suffise pour que la condition (1) soit verifiee dans toute la
structure qu'elle Ie soit en un nombre fini de sections connues (connaitre a l'avance les
sections les plus menacees).

Les paragraphes suivants traitent de cas OU cette hypothese n'est pas satisfaite.

t Pour les resultats concernant la programmation lineaire on se reportera aux ouvrages classiques par
exemple [8, 9].
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4. STRUCTURE DE CARACTERISTIQUES HOMOGENES SOUMISE A DES
FORCES REPARTIES INVARIABLES ET A DES FORCES CONCENTREES

Nous conservons les memes hypotheses concernant la structure que celles faites au
debut du § 3; en particulier les moments limites sont constants.

Le chargement comprend, outre les forces concentrees invariables et les forces con­
centrees variant proportionnellement au facteur A, des charges reparties invariables (par
exemple Ie poids) dont la densite et la direction sont constantes sur chaque segment AiA i+I't
De plus, pour simplifier l'expose, on suppose que pour toutes les poutres les forces reparties
sont paralleles a -Oy, la densite par element d'abscisse dx ayant pour valeur absolue di

(c'est Ie cas du poids).

4.1 Methode cim!matique

Pour Ie nouveau type de chargement considere ici, les distributions S.A. de moment
flechissant sont paraboliques sur les poutres chargees, et les sections d'extremum ne sont
donc plus necessairement en les points Ai comme au § 3.2; la localisation de ces sections
n'est pas connue a priori.

On utilise couramment la methode, d'aspect statique, suivante [1]:
On decoupe chaque poutre AiA i+ 1 en hi segments egaux par les points:

et on procede alors comme au § 3.2: les Ar jouent Ie role des points Ai en 3.2, et dans Ie
calcul des elements de reduction dans la section Ar on inclut evidemment l'elfet des forces
reparties; on elfectue en chaque point Ar la verification des conditions (23) et (24) avec les
nouvelles expressions oil interviennent les forces reparties.

En fait, rien n'assure que les points Ar correspondent aux extremums des distributions
de moment flechissant S.A. La methode n'est donc pas reellement une methode statique.

Pourtant il est possible de situer avec precision la valeur de Aainsi obtenue:
En elfet, on a considere toutes les distributions de moment ftechissant S.A. (comme au

§ 3.2) et on a cherche Ie maximum de Ie sur toutes les distributions SA satisfaisant (I) en les
points Ar, Or la distribution reelle, celIe qui correspond al'equilibre limite de la structure,
fait partie de ces distributions: donc la methode fournit un majorant de la charge limite.

Cela n'est pas etonnant car nous allons voir qu'elle a, en fait, un caractere cinematique.
Considerons parallelement a la structure et au chargement donnes, une structure

identique soumise au systeme de charge suivant: les forces concentrees constantes et
variables donnees, pas de forces reparties, et en plus sur chaque segment ArAr+ I en Ar a
droite et en Ar+ I agauche les deux forces concentrees invariables equivalentes ala charge
repartie (c'est la presentation de [1]): pour les memes valeurs de Aet des reactions d'appui,
les distributions de moment flechissant S.A. dans la structure sous les deux systemes de
charges se correspondent comme indique it la Fig. 2.

Pour ce deuxieme systeme, les resultats du § 3 sont valables. On voit que la methode
ci-dessus est exactement l'application de 3.2 a la structure sous Ie nouveau systeme de
charge, et on a donc obtenu la charge limite Ai sous ce chargement. Nous savons que par
dualite, c'est aussi l'application de la methode cinematique de 3.1 au nouveau systeme, qui
est encore une methode cinematique pour Ie systeme donne--la puissance dissipee et la

t Les points Ai sont les points de division « naturels» du § 3. Dans la suite on appelle poutre i l'element
A,A,+ 1 de fa structure, bien que celui-ci puisse en fait n'etre qu'un segment de poutre.
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M
m.1 Aim m.1

Ai __ Ai

Ai

FIG. 2.

Ai+ I

puissance des forces exterieures sont identiques dans les deux cas-donc A.i est un majorant
de la charge limite de la structure sous Ie chargement donne.

11 importe de ne pas se laisser abuser par la dualite mathematique qu'il y a, pour Ie
systeme donne, entre la formulation apparemment statique et la formulation cinematique:
on serait amene a en conclure comme au § 3 que l'on obtient la valeur exacte de la charge
limite. En fait, cet aspect de methode statique n'est, comme nous l'avons explique, qu'une
apparence sauf precisement dans les cas qui ressortissent du § 3.

4.2 Methode statiquet

Nous allons construire une methode reellement statique en discretisant comme au
§ 3.1 mais en imposant a M en les points Ai une contrainte suffisante pour que (1) soit
certainement verifiee en tout point et que la distribution S.A. soit licite.

On sait que les distributions S.A. de moment flechissant pour la structure reelle sont
paraboliques sur chaque poutre:

M( )
- M X i+ 1 -x M X-Xi di(x-Xi)(Xi+ 1 -X)

X - i + i+ 1 +------:----
Xi + 1 -X· X i+ 1 -Xi 2

(27)

formule qui peut etre aussi 6crite sur chaque segment AiAi+ 1 en faisant intervenir x i•m

et Xi m+ 1 et les moments flechissants en Ai et Ai+ 1.

Compte tenu de (25) et de di > 0 on voit qu'une' condition suffisante pour que (1) soit
satisfaite en tout point, est que:

W' W M- M M+ di ( li)2
v I, v m - 0 ~ i,m ~ 0 -"8 It; (28)

en posant: Ii = Xi + 1 - Xi'

On obtient donc une methode statique qui fournit un minorant de la charge limite,
en maximisant A. sur toutes les distributions de moment flechissant S.A. verifiant (28).

Cela ne conduit a un programme ayant une solution, que si (28) est compatible c'est-a­
dire si hi est suffisamment grand, et si de plus en les points Aid (cf. § 3) OU M = 0 necessaire­
ment, hi et hi - 1 sont suffisamment grands pour que (28) soit verifiee.t

t Rappelons que dans Ie §4. on fait I'hypothese que les forces son1 uniformement reparties sur chaque poutre
A jA'+l'

; Les valeurs minimales de hi pour que ces conditions soient remplies sont evidentes.
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S'il en est ainsi, on effectue en chaque point Af la verification des conditions analogues
a(23) et (24) comme au § 4.1, mais ou on remplace M (j par:

M(j _~(~)2
8 hi

Signalons enfin que si les forces reparties ne sont pas paralleles aOy, il suffit de se donner
la densite des composantes selon Oy par element dx, et celle des composantes selon Ox par
element dy, pour etre ramene pratiquement au meme probleme que ci-dessus.

4.3 Convergence des deux methodes

Les deux methodes precMentes, it la difference de celles du § 3 ne fournissent pas la
valeur exacte de la charge limite (sauf exception). 11 importe de demontrer que si Ie pas de la
discretisation tend vers zero, (i.e. hi /' 00 "iti), Ie majorant et Ie minorant tendent vers la
charge limite.

Pour cette demonstration nous utilisons la methode des inconnues hyperstatiques [1].
Soit k Ie degre d'hyperstaticite de Ia structure, Zq,(fj) = 1 ... k) Ies inconnues hyperstatiques.

Toute distribution S.A. de moment flechissant pour la structure est de la forme:

k

M(s) = L exq,(s)Zq, +P(s)A. + y(s)
q,=1

(29)

ou Zq, et A. sont (k + 1) variables independantes et (l(q,(s) P(s), y(s) des fonctions connues de s
abscisse Ie long de la structure qui ne dependent que de la geometrie de la structure et du
type de chargement. (Ce sont Ies valeurs des moments flechissants it l'abscisse s produits
separement, dans la structure isostatique de reference choisie, par Zq, = 1, ). = 1, et les
charges permanentes.)

La distribution est licite si et seulement si:

-Me; :::;; M(s):::;; M(j "its. (30)

Le probleme de la determination de la charge limite est donc Ie probleme de programma­
tion convexe:

Maximiser A.
sous les conditions:

k

-Me; :::;; L exq,(s)Zq,+P(s)A.+y(s):::;; M(j, "its.
q,:1

(31)

(On verifie aisement que Ie domaine defini par (31) est un convexe K de Rk x R + .)

L'interet des methodes des § 4.1 et 4.2 est qu'elles fournissent deux programmes lineaires
encadrant Ie programme convexe (31):

Designons par extm' Pi,m, Yi,m les valeurs des fonctions exq" P, Y, en les points de discretisa­
tion Ai,m'
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La methode cinematique de § 4.1 consiste a:
Maximiser A

sous les conditions:
k

-Mo::;; L rxr.mZq,+Pi,mA+Yi,m ::;; Mri
q,=1

(32)

i=I, ... ,n-l, m = O, ... ,hi

(40)

qui definissent un polyectre convexe Qh exterieur aK.
Et la methode statique du § 4.2:
Maximiser A

sous les conditions:

M- ~ q, P 1 + di(/i )2- 0::;; /=1 rxi,mZq,+ i,mJl.+Yi,m::;; M o -8 h; (33)

qui definissent un polyectre convexe Ph dont on a demontre (§ 4.2) qu'il est interieur it K.
Pour prouver la convergence du procede statique on va demontrer que quand hi /' 00

('Vi), Ie polyedre Ph tend vers Ie convexe K : la fonction objective etant continue cela entraine
bien la convergence du minorant fourni par la methode statique, vers la valeur exacte.

Cette demonstration est donnee en annexe.
Elle prouve aussi que Ie polyectre Qh tend vers K quand h /' 00. Puisque Ie procede

cinematique du § 4.1 consiste, dans sa formulation pseudo-statique it maximiser Asur Qh,
la convergence du procede cinematique est ainsi demontree: Ie majorant tend vers la
valeur exacte de la charge limite quand h /' 00.

De plus, si l'augmentation du nombre de points de discretisation est faite en ajoutant
de nouveaux points it ceux de l'etape precedente, on peut affirmer que la suite des valeurs
de Aobtenues est non croissante.

II n'est malheureusement pas possible de demontrer une propriete de non decroissance
analogue pour la suite de valeurs du minorant fournie par la methode statique.

5. EXTENSIONS DIVERSES

Nous signalons maintenant, sans nous appesantir, diverses generalisations possibles
des methodes employees.

5.1 Forces reparties variables avec A
On suppose que les forces reparties, constantes Ie long de chaque poutre comme au § 4,

varient proportionnellement it A.
Les principes des procedes cinematique et statique sont exactement les memes; pour la

methode statique il y a seulement lieu de remplacer (28) par:

+ di(li)2-Mo< M. < M o -A- -
- I.m - 8 hi .

La demonstration de la convergence des deux procedes est analogue et les conclusions
auxquelles on aboutit sont exactement les memes.

Le cas oil it y a it la fois des forces reparties invariables et des forces reparties variables
avec A. se traite egalement sans difficulte.
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5.2 Forees reparties non uniformement sur ehaque poutre

On suppose maintenant que les forces reparties (invariables par exemple) de direction
fixe parallele a -Oy, ont une densite dj(s) non uniforme (c'est par exemple Ie poids d'une
poutre de section variable), pouvant meme changer de signe.

II n'y a absolument rien achanger ala formulation du procede cinematique donnee au
§ 4.1.

Pour la methode statique: on commence, s'il y a lieu, par inclure dans les points de
division fondamentaux A j , en plus de ceux indiques au § 3, les points sur chaque poutre OU
dj(s) change de signe. On procede ensuite ala discretisation comme au § 4.2 (points Aj,m)'
et sur chaque tronl;on di(s) a un signe constant.

Considerons un tronl;on sur lequel dj(s) ~ 0:
Soit: di = Supldi(s)l, s E Aj,mAi,m+ l'

On verifie aisement qu'il suffit d'imposer:

d.( I.) 2- - < < + -~ ~M 0 - M i,m - M 0 8 hi

Pour etre certain que la distribution""S.A.:-eorrespondant a:

M(s = Aj,m) = Mj,m

M(s = Ai,m+d = M i,m+l

(41)

(42)

est licite sur Ai,mAi,m + 1 .

De meme un tronl;on OU di(s) ~ 0, posant di = Supldi(s)l, s E A;,mAj,m+ 1 (41) est rem­
placee par:

di(Ii) 2 +-Me; +8" h; ~ Mj,m ~ M o (43)

[et modification analogue de (42) pour Mj,m+ 1]. On obtient ainsi un programme statique.

5.3 Cas des systemes d'arcs

Nous mentionnons encore Ie cas OU la structure n'est plus necessairement en forme de
ligne brisee et comprend des arcs.

Les forces reparties sont supposees paralleles a -Oy et de densite egale, par element dx,
a di(s); ou bien si les forces reparties sont de direction quelconque, eventuellement meme
variable on donnera la densite des composantes selon - Oy par element dx et celle des
composantes selon Ox par element dy.

Pour la methode cinematique: il n 'y a aucune modification a apporter, Ie calcul des
forces concentrees equivalentes aux forces reparties est immediat.

La methode statique est par contre beaucoup plus delicate amettre en oeuvre, et en
pratique on n'utilisera que la methode cinematique.
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6. EXEMPLE DE CALCUL

Pour illustrer les deux methodes proposees, nous considerons un exemple tres simple
(pour lequell'emploi de l'ordinateur n'est absolument pas necessaire), la structure etudiee
est representee it la Fig. 3.

>. x I Tonne

2m
A2

FIG. 3.

1m

il. = 3,9750
il. = 4,6.

Forces exprimees en tonnes
pen tim;
Mentxm;
1en m.

On suppose que p = 10 tim, et que Ie moment limite est constant dans toute la structure,
avec:

Mri = -Me; = M o = 3,2txm.

Pour h3 = 1
on obtient:
par la methode statique: il. = 2,1
par la methode cinematique: il. = 4,6.

Pour h3 = 2
methode statique :
methode cinematique:

Pour h3 = 4
methode statique : il. = 4,025
methode cinematique : il. = 4,233.
Alors que la valeur exacte de il. qui se determine ici aisement est 4,2.

II peut se faire, dans certains problemes, que la methode statique, ou la methode
cinematique fournisse la valeur exacte de la charge limite; il n 'est en general pas possible
de detecter ce fait, sauf si l'une et l'autre methode fournissent la meme valeur de il. et l'on
sait alors que celle-ci est la valeur exacte.

Ainsi dans Ie probIeme ci-dessus, en prenant:

Mo = 2,8125txm

la methode statique pour h3 = 2 donne il. = 2,8125, la methode cinematique pour h3 = 4
donne aussi il. = 2,8125 qui est done la valeur exacte.

Remerciements-Nous remercions MM. les Professeurs Mandel et Radenkovic de I'interet qu'ils ont bien voulu
porter ace travail.
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ANNEXE

On va montrer que quand hi /' 00, Ie volume compris entre les polyedres Qh et Ph tend
vers zero, ce qui entraine bien la convergence l'un vers l'autre et vers K des ces deux
polyedres convexes.

Construction d'un polyedre auxiliaire 7th

On elimine d'abord les hyperplans de (33) qui ne sont pas facette de Ph et on definit 7th
par les inegalites: Mi,m S; Mri (resp. Mi,m ~ -Mo)pour i, m tels que sur Ph:

On a alors les inclusions evidentes:

-MO)· (34)

Soit ei,m ladistanceentre chaque hyperplan (34) facette de Ph et I'hyperplan correspondant
facette de 7th ,

On designe par Sh l'aire laterale de Qh' et par Vh Ie volume compris entre Ph et Qh'
Celui-ci est majore par Ie produit de Sh par Ie maximum de la distance des points du contour
de Qh aPh' d'oil a fortiori la majoration:

et puisque Qh est evidemment interieur aQl (oil hi = 1, ~i)

v;, s; S1 max ei,m' (35)
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M ajorants de ei,m
Ona:

K i 1
ej,m = """2" x---­

hi Igrad Mj,ml
(36)

(37)

ou grad Mi,m est Ie gradient du moment flechissant en Aj,m par rapport a Z1"" Zk et A..
On cherche une majoration de ej,m pour toutes les facettes de Ph' Pour cela il faut

minorer Igrad Mj,ml.
D'apres (27) on a:

(
h.-m m )

grad Mi,m = ~gradMj+h;gradMi+l

et dans l'espace Rk+ 1 l'extremite du vecteur grad M;,m se trouve sur Ie segment GiGj+ 1

(OG; = gradMi,OGi+ 1 = grad Mi+ 1),

Alors, si 0 n'est pas sur ce segment, il existe un minimum non nul de grad Mi,mVhj,
Vm :s;; hi' S'il en est ainsi pour toutes les poutres, on a pour grad Mj,m un minorant non nul
CVi, Vm, Vh j ,

Si 0 E GjGj+ l' il existe alors un point So de la poutre i, ou (X4>(so) = 0, V<jJ, et f3(so) = 0:
Ie moment flechissant y est done constant et egal au moment des charges invariables.
Le chargement A. = 0 etant suppose licite par hypothese, cela necessite que M(so) verifie (1).

II n'y a aucun probleme si M(so) < Mci : en elfet, pour h suffisamment grand, Ie point So
et un intervalle autour de lui ne fournissent plus de facette de Ph et l'on est ramene au cas
precedent.

Le cas ou M(so) = Me;- necessite des raisonnements plus longs que nous ne pensons
pas utile de donner ici, leur interet pratique etant faible. D'une fa<;on generale, dans ce cas,
si Ie probleme a une solution, c'est-a-dire si Ie chargement A. = 0 est bien licite, on montre
que Ie module du gradient peut etre minore, mais ceci necessite que l'on atteigne de grandes
valeurs de h,

IGrad Mi,ml etant done minore par C non nul, pour les hyperplans facettes de Ph' Vi,
Vm, Vhi suffisamment grand, on a alors d'apres (34):

Vi, Vm, Vhj > H

K j 1 K 1
ejm < h"!' C < h2 C

•

en posant K = SUPj K i et h = Infi hi d'ou:

dont on deduit que ~ -+ 0 si h /' 00. CQFD.

(Received 18 January 1971)

(38)

(39)
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Abstract-The paper is concerned with structures which can be called monodimensional.
We show that the so-called statical method for the determination of the limit load which is often used for such

structures, is actually an application of the upper bound theorem. A method which is really statical is proposed.
The question ofduality between the formulations of the statical and of the kinematical methods is thoroughly

discussed in order to avoid some misunderstandings.
The proof of convergence of the two methods is given.

A6cTpaKT-Pa60Ta KacaeTCli KOHcTpyKUIIH, KOTophle MOlKHO Ha3BaTh O,llHOMepHhIMH.
YKa3aHo, 'ITO TaK Ha3hlBaeMhiH CTaTH'IeCKHH MeTO,ll, ,llJIli onpe,lleJIeHHlI npe,lleJIa Harpy3KH, HCnOJlh3y­

eMhlH '1aCTO ,llJIli TaKHX KOHCTPYKUHH, oKa3hlBaeTcli 41aKTH'IecKH npHMeHeHeM TeopeMhI aepXHero npe,lleJIa.
npe,llJIaraeTCli ,lleHCTBHTeJIhHO CTaTII'IecKHH MeTO,ll.

06CYlK,llaeTCli BnOJIHe Bonpoc ,llBOHCTBeHHOCTH l\!OPMYJIHPOBOK CTaTH'IeCKOrO II KHHeMaTH'IeCKOrO
MeTO,llOB, CueJIblO H36alKeHIIlI HeKOTopbIX He,llOpa3YMeHHH.

npHBO,llHTCli LlOKa3aTeJIbCTBO CXOLlHMOCTH 3THX ,llByX MeTO,llOB.


